Definicja 1
Jednostke urojong oznacza sie symbolem 7, i definiuje sie jako liczbe, ktorej kwadraat jest
rowny —1.

Zatem mamy:
i?=—1; #=i’= —z; it =22 = (=1)(=1)=1; P =iit=4
i =30 = (—i)(—i) =i = —1 itd.

Liczby zespolone

Algebraiczna postaé zapisu liczby zespolonej jest nastepujaca: z = a +ib (lub z = a + bi)
gdzie: a,b € R

Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby zespolonej z i piszemy a = Re(z)

Liczbe b nazywamy czescia urojona liczby zespolonej z i piszemy b = I'm(z)

Dla b = 0 zachodzi z = a, tak wiec liczby rzeczywiste sg szczegdlnymi przypadkami liczb
zespolonych.
Dla a = 0 zachodzi z = bi, méwimy wtedy o liczbie czysto urojonej.

Liczby zespolone tworza zbiér C = {z = a+bi;a,b € R} zwany zbiorem liczb zespolonych.

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Na ptaszczyznie zespolonej kazdy punkt o wspotrzednych (a, b) jest jednoznacznie wyzna-
czony przez jego wektor wodzacy. Kazdej liczbie a + i odpowiada wektor zaczepiony w
poczatku uktadu wspétrzednych o koncu w punkcie (a, b).

=z =Q."t"a'..

Ptaszczyzna zespolona zwana tez ptaszczyzna Gaussa daje mozliwo$é interpretowania
kazdej liczby zespolonej z = a + bi jako punktu o wspétrzednych (a,b). Jesli b = 0, to
widzimy, ze otrzymujemy liczbe rzeczywista a.

Zatem zbioér R liczb rzeczywistych jest podzbiorem zbioru liczb C liczb zespolonych. Licz-
by rzeczywiste sa zatem liczbami zespolonymi o czedci urojonej rownej zero.

Réwnosé liczb zespolonych

Dwie liczby zepolone z; i 2o sg rowne jesli odpowiada im ten sam punkt plaszczyzny
Gaussa lub ten sam wektor wodzacy. Inaczej méwiac:

21 =29 <= Re(z1) = Re(x2) oraz Im(z) = Im(zs)



Dla liczb zespolonych pojecia ”"wieksza liczba” i "mniejsza liczba” nie sg definiowane.

Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Przedstawienie liczby zespolonej jako z = a+0bi gdzie a, b € R nazywamy przedstawieniem
algebraicznym.

Jesli zamiast wspolrzednych kartezjanskich poztuzymy sie uktadem wspotrzednych bie-
gunowych, to otrzymamy postaé trygonometryczna liczby zespolonej z = r(cos p+1i sin @)
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Oznaczmy |z| =7 (0 <7 < o0)

Tak okreslong liczbe nazywamy modutem liczby zespolonej z.

Liczbe argz = ¢ + 2kn gdzie —7m < ¢ < m oraz k = 0,£1,£2... nazywamy
argumentem liczby zespolonej z. Kat ¢ nazywa sie wartoscia gtéwna argumentu (argu-
mentem gtéwnym) liczby zespolone;j.

Zwiazek miedzy r, ¢, a i b dla danej liczby zespolonej jest analogiczny do relacji miedzy
wspotrzednymi kartezjanskimi i biegunowymi na ptaszczyznie.
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= sinp skad b = rsiny

7'_

= cos i skad a = rcos
=+Va? + b?

Liczba zespolona 0 + 0i = 0 ma modut rowny 0, za$ argument jest nieokreslony.
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Przedstawienie wyktadnicze liczby zespolonej

Wzér Eulera

€Y =cosp+isingp

Zatem liczba z = r(cos ¢ + isin ¢) moze by¢ przedstawiona w postaci z = re? Przedsta-
wienie z = re'? nazywamy przedstawieniem wykladniczym liczby zespolonej z.

Whioski

Liczbe zespolona z mozna przedstawi¢ na trzy sposoby:
-algebraicznie: z = a + bt

-trygonometrycznie: z = r(cos ¢ + isin )

-wyktadniczo: x = re®®

W postaci trygonometrycznej uzyto tu tylko argumentu gtéwnego.

Przyktad(rézne przedstawienia liczby zespolonej z)
z=1+1iV3

z = 2(cos § +isin g)

e | ""\".
2=A+d3

(2] ={aZe(a) =2
Yoouly B -3
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Ogoélnie z uzyciem nie tylko argumentu gltéwnego mamy:
z=1+1iV3 = 2[cos(E + 2kr) + isin(F + 2kn)] = 2l dla k= 0,41, £2. ..

Liczby zespolone sprzezone (oznaczane z* lub %)

Dwie liczby zespolone z i Z nazywa si¢ sprzezonymi, jesli ich czedci rzeczywiste sa roéwne
a czesci urojone réznia sie jedynie znakiem (sa rowne co do bezwzglednej wartosci).



W interpretacji geometrycznej punkty odpowiadajace liczbom sprzezonym sa punktami
symetrycznymi wzgledem osi rzeczywistej.

Moduty liczb sprzezonych sa rowne, wartosci gléwne argumentéw réznig si¢ jedynie zna-
kiem.

z=a+bi =r(cosp+isinp) = re¥

Z=a—bi=r(cosp —ising)=re ¥

Dziatania algebraiczne na liczbach zespolonych
Dodawanie i odejmowanie

Dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych definiujemy nastepujaco:

21+ 29 — 23 = ((11 + Zbl) + (CL2 + Zbg) — (a3 + Zbg) = (a1 + as — ag) + Z(bl + bg — bg)

W interpretacji geometrycznej dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych odpowiada
dodawaniu i odejmowaniu Wekt_or(’)w na ptaszczyznie.
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Mnozenie liczb zespolonych
Mnozenie dwoch liczb zespolonych z; i 29 zdefiniowane jest algebraicznie wzorem:
2129 = (Cll + Z'bl)(ag + ZbQ) = (a1a2 — ble) + i(albg + bla2>

W zapisie trygonometrycznym

2129 = [r1(cos @1 + isin p1)][ra(cos po + isin pq)] = rirafcos(pr + wa) + isin(er + ¢2)]

To znaczy modutl iloczynu jest iloczynem moduléw, zas argument iloczynu jest sumg
argumentow.

W zapisie wyktadniczym

2129 = TqroeiP1te:)

Zgodnie z interpretacja geometryczng wektor przedstawiajacy iloczyn zqzo otrzymujemy
przez obrét wektora z; przeciwnie do ruchu wskazowek zegara o kat bedacy argumentem
wktora zq, ztozony ze skalowaniem czynnikiem |zy].



Przyktad

21 =141, 2 =1+2i. Wtedy |2,| = V12 + 12 = V2 oraz |z| = V12 +22 = /5

Algebraicznie:

2120 =(14+9)(1+2i)=1+2i+i+2*=(1-2)4+3i=-1+3i

Trygonometrycznie:

2120 = V/2(cos T + isin T)v/5(cos 63.43 + isin 63.43) = v/10(cos(45 + 63.43) + isin(45 +
63.43))

Dzielenie liczb zespolonych

Dzielenie dwoch liczb zespolonych definiuje sie jako dziatanie odwrotne do mnozenia.
W zapisie algebraicznym:’

ai1+iby _ airazs+bibo 4 Z'a2b1*a152

2
2 ag+iba  ai+b3 a3+b3

0

W zapisie trygonometrycznym:

z1 _ ri(cospitisingr) o7y . . N
2 nlemeiing) _ nfos(p, — py) + isinp — ga)

W zapisie wyktadniczym:

21 me?l o i(p1—2)

22 roet®2 ro

W interpretacji geometrycznej wektor odpowiadajacy ilorazowi j—; otrzymujemy obraca-



jac wektor z; o kat argzs zgodnie z ruchem wskazowek zegara a naztepnie dzielac jego
dhugos¢ przez |z|.

Przyktad

4 2,= 02 60°¢ (sl 0°
258 ° € wus?)

| —
A
1

Niech 21:%+i§ oraz zo = 141

Wtedy 21 = cos 60 + isin 60 oraz z5 = \/i(cos 45 + isin45)
Z rysunku widzimy, ze |z1| = 1 oraz |z,| = /2

Zatem 2 = —5(cos 15 +isin15) = Y2(cos 15 + i sin 15)

Potegowanie liczb zespolonych

n-ta potege liczby zespolonej oblicza sie za pomoca wzoréw de’Moivre’a:

2" = [r(cosp + isin)|™ = r"(cosny + isin )
(Warto przypomnie¢, ze i2 = —1, i = —i, i* = 1 i w ogdlnosci i*"*F = i¥)

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkowanie stopnia n jest dziataniem odwrotnym do potegowania.
Niech z = r(cos ¢ + isin p)

Stosuje sie nastepujace oznaczenia dla wszystkich n pierwiastkow:
1

ZE:%

Wzor na obliczanie pierwiastkow stopnia n z liczby zespolonej z:
Wy = {1/77((:05%2]”r +isin%2k”) gdzie k =0,1,2,....,n—1

W interpretacji geometrycznej punkty na ptaszczyznie Gaussa przedstawiajace pierwiastki
wy s wierzchotkami pewnego n-kata foremnego o $rodku w poczatku uktadu wspotrzed-
nych.
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